
四速度和四动量  

定义四维向量 为⼀条世界线的四速度，其⽅向与该世界线相切，在时间轴上的投影

为单位值。如果考虑该粒⼦的momentarily comoving reference frame (MCRF)为 ，则

时间的单位基向量 ，并相应得到空间的三个基向量 （可旋转）。

若粒⼦的静质量为 ，四动量被定义为：

则在参考系 下，四动量的分量为：

其中 为粒⼦在参考系 下的能量。但四速度和四动量则与参考系⽆关。

四动量守恒：在相互作⽤前后， 保持不变

应⽤  

若⼀个粒⼦有⽆限小位移 ，则得到间隔 ，并定义固有时间 (proper 
time)：

于是得到四速度的微分表达式：
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相似地，可以定义四维向量“加速度”的微分表达式：

由式(36)可知 ，则获得与粒⼦总能量相似的表达式：

设有任⼀参考系 以四速度 运动，而某粒⼦以四动量 运动，有

而 ，故以四动量 运动的粒⼦在任意参考系 下的能量表达式为：

光⼦  

光⼦在类光间隔的世界线上运动，故  ，则⽆法定义其四速度，也就没有
MCRF。但光⼦的四动量依然存在，且为了保证其与世界线平⾏，必须有

所以可以得出结论：光⼦的空间动量与能量相等。

⼜由于量⼦⼒学中光⼦能量 ，故可推得多普勒效应

狭义相对论的张量分析  

张量定义  

定义 张量为将 个 向量 通过 线性变换 得到 实数 的函数。

为了理解该定义，以⼀个 张量为例。令 为度规张量，并规定

则  是两个变量的函数，且遵从线性关系：
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值得注意的是，张量是向量的函数，而与向量在某参考系下的分量⽆关。而对于普通

实值函数 ，则可认为是 张量。

在参考系 下， 张量的分量为以基⽮ 为变量的函数值。以度规张量为例，其

在 下的分量为：

张量：one-forms  

张量被称作 a covector, a covariant vector, or a one-form. 应存在于对偶向量空间

(dual vector space)中。

任取⼀个1-形式为 ，其分量为 ：

使⽤下标表⽰张量的分量，上标表⽰向量的分量，故有

这叫作 和 的缩并，在任意向量和one-form间即可进⾏，⽆需借助其他张量（如标积
需要度规张量），故而是更基本的缩并。

在进⾏参考系变换时：

也就是说， 的分量变换与基向量⼀致，而与向量分量相反（逆变换）。这保证了缩并

与参考系⽆关，即张量作⽤的不变性。

由于 的分量变换与基向量⼀致，故称为“covariant vector”，而普通向量 的分量变换

与基向量相反，故称为“contravariant vector”，但这些命名⽐较过时了。现在⼀般分别
称为“dual vector / one-form”和“vector”。

由于one-forms的集合构成了⼀个对偶向量空间，故可以选取四个线性⽆关的one-forms
构成该空间的基底 ，我们称它与向量空间的基底 对偶 (dual)。

故必须有
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类似于使⽤箭头来表⽰向量，我们可以想象⼀系列曲⾯来表⽰one-form（以三维欧式
空间为例）。向量穿透这些⾯的数量就是缩并的结果，而one-form本⾝的⼤小由曲⾯
间距给出，间距越小，其“值”越⼤。
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在四维时空图中，它应该使⽤三维曲⾯表⽰，但重要的是理解one-form代表了⼀种切
割空间的⽅式，接下来通过讨论梯度来证明其合理性。



考虑时空图中存在⼀个标量场  ，若将⾃变量由事件  变为沿世界线的固有时间  ，
则有：

即我们可以定义⼀个one-form为 ，通过对向量 的线性变换得到实数 。这就是

标量场 的梯度：

在三维欧⽒空间中，梯度是向量，意为⼀个具有单位⻓度且能穿过最多等⾼⾯的向

量。但在四维时空图中，需要借助度规张量才能具有“⻓度”的概念，而在上述推导中
并不涉及其他张量，故此处梯度是⼀个one-form而⾮向量。

另外，考虑one-form的分量变换：

故梯度分量的变换与向量分量的变换相逆。

微分算符的标记为：



相应地，还需要考虑“normal one-forms”。向量空间中规定法向量与任何与曲⾯相切的
向量正交，但在对偶向量空间中，不使⽤度规张量则⽆法通过标积为0来判断正交。于
是定义normal one-form为与任何与曲⾯相切的向量的缩并值为0。

张量
 

我们已经知道度规张量是⼀种 张量，但最简单的应该是两个one-form的外积

，而运算规则 。

通常的 张量并不能写成外积形式，但是可以将其表⽰为外积形式的张量的和。我

们考虑张量 的某⼀个分量：

≔

而相应的，它对某两个向量的作⽤，通过分量来计算，即：

我们也可以将它按照对偶向量空间中的⼀组基底写出来：

则相应要满⾜：

则替换哑标得到：

由式(52)，对于one-form我们已经有：

因此，每个基底 . 张量 整体就写成对简单外积的求和形式了：

对称性  

张量 是对称的，如果

那么将作⽤的对象换为两个基向量，就可以推知 的分量
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而任意的 张量 也可以定义⼀个新的对称张量 ：

使⽤特殊记号为：

相似地， 张量 是反对称的，如果

而任意的 张量 也可以定义⼀个新的反对称张量 ：

使⽤特殊记号为：

反推得知：

故任意的 张量可以独特地分解为对称和反对称两部分。

特别地，度规张量 是对称的。
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