
3.1 数值方法解薛定谔方程 

薛定谔于上世纪二十年代提出了薛定谔方程，薛定谔方程的出现告诉了我们粒子在势场

中的波函数的样子与粒子的波函数是如何随时间变化。虽然在一些简单的势场下可以给出解

析解，但对于绝大多数情况来说，没办法的到解析解。因此，如何使用数值方法来求解薛定

谔方程就变得十分重要了。在第二章中得到了在 IAV 模型下的去弹性破裂反应截面的表达

式，即式（2.6.12），但为了得到相应截面需要得到相关的波函数。下面将从分波法开始说明，

使用 Numerov 法与 Enhanced Numerov 法解束缚态与散射态的波函数。在本文中忽略自旋因

素的影响。 

3.1.1 质心系 

对于一个两体系统薛定谔方程可以写作， 

𝐻𝐻totΨ(𝑟𝑟𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑡𝑡) = 𝑖𝑖
∂
∂𝑡𝑡
Ψ(𝑟𝑟𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑡𝑡) (3.1.1) 

𝐻𝐻tot为整个体系的哈密顿量， 

𝐻𝐻tot =
�⃗�𝑝𝑎𝑎2

2𝑚𝑚𝑎𝑎
+

�⃗�𝑝𝒃𝒃2

2𝑚𝑚𝑏𝑏
+ 𝑉𝑉(𝑟𝑟𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑏𝑏) (3.1.2) 

这样通过分离变量，我们能够得到 

Ψ = Ψ(𝑟𝑟𝑎𝑎 , 𝑟𝑟𝑏𝑏)𝑒𝑒𝑖𝑖𝐸𝐸𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 (3.1.3) 

则两体问题的定态薛定谔方程可以写为， 

𝐻𝐻Ψ(𝑟𝑟𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑏𝑏) = 𝐸𝐸𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡Ψ(𝑟𝑟𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑏𝑏)  (3.1.4) 

描述粒子 a 与粒子 b 的运动各需要三个自由度，则此时为了描述这个体系需要六个自由

度，为了方便求解薛定谔方程，我们将两体问题的薛定谔方程转化到质心系中研究，在质心

系下，运动可以看作质心的运动和两个粒子之间的相对运动。 

对于质心系，质心坐标可以表示为 

𝑅𝑅�⃗ =
𝑟𝑟𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎 + 𝑟𝑟𝑏𝑏𝑚𝑚𝑏𝑏

𝑚𝑚𝑎𝑎 + 𝑚𝑚𝑏𝑏
(3.1.5) 

两个质点的相对坐标可表示为 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑎𝑎 − 𝑟𝑟𝑏𝑏 (3.1.5) 

质心质量为 

𝑀𝑀 = 𝑚𝑚𝑎𝑎 + 𝑚𝑚𝑏𝑏 (3.1.6) 

 质心系下相对运动的约化质量为 

𝜇𝜇 =
𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚𝑏𝑏

𝑚𝑚𝑎𝑎 + 𝑚𝑚𝑏𝑏
(3.1.7) 

与坐标与质量相识，动量也能够分成整体运动与相对运动两部分 

𝑃𝑃�⃗ = �⃗�𝑝𝑎𝑎 + �⃗�𝑝𝑏𝑏 (3.1.8) 

�⃗�𝑝 =
�⃗�𝑝𝑎𝑎𝑚𝑚𝑏𝑏 − �⃗�𝑝𝑏𝑏𝑚𝑚𝑎𝑎

𝑚𝑚𝑎𝑎 + 𝑚𝑚𝑏𝑏
(3.1.9) 



这样我们可以将整体的哈密顿量写到质心系坐标下，即 

𝐻𝐻𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 =
�⃗�𝑝𝑎𝑎2

2𝑚𝑚𝑎𝑎
+

�⃗�𝑝𝒃𝒃2

2𝑚𝑚𝑏𝑏
+ 𝑉𝑉(𝑟𝑟𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑏𝑏) = �

�⃗�𝑝2

2𝜇𝜇
+ 𝑉𝑉(𝑟𝑟)� +

𝑃𝑃�⃗
2𝑀𝑀

(3.1.10) 

设总波函数可以写为相对运动波函数与整体运动波函数的直积的形式 

Ψ = 𝜓𝜓(𝑟𝑟)𝜙𝜙𝐶𝐶𝐶𝐶�𝑅𝑅�⃗ � (3.1.11) 
这样通过分离变量法可以获得两个方程 

�
�⃗�𝑝2

2𝜇𝜇
+ 𝑉𝑉(𝑟𝑟)� = 𝐸𝐸𝜓𝜓(𝑟𝑟)

𝑃𝑃�⃗ 2

2𝑀𝑀
𝜙𝜙𝐶𝐶𝐶𝐶�𝑅𝑅�⃗ � = 𝐸𝐸𝐶𝐶𝐶𝐶𝜙𝜙𝐶𝐶𝐶𝐶�𝑅𝑅�⃗ �

(3.1.12) 

其中𝐸𝐸𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐸𝐸 + 𝐸𝐸𝐶𝐶𝐶𝐶显然𝜙𝜙𝐶𝐶𝐶𝐶的解为平面波，即 

𝜙𝜙𝐶𝐶𝐶𝐶�𝑅𝑅�⃗ � = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑃𝑃�⃗ ∗𝑅𝑅�⃗ (3.1.13) 

3.1.2 分波法 

考虑到球坐标系下的薛定谔方程能够展开成 

−
ħ2

2𝑚𝑚
�

1
𝑟𝑟2

∂
∂𝑟𝑟
�𝑟𝑟2

∂
∂𝑟𝑟
� +

1
𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃

∂
∂𝜃𝜃

�sin𝜃𝜃
∂
∂𝜃𝜃
� +

1
𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃2

∂2

∂𝜙𝜙2�𝜓𝜓(𝑟𝑟) + 𝑉𝑉(𝑟𝑟)𝜓𝜓(𝑟𝑟) = 𝐸𝐸𝜓𝜓(𝑟𝑟)(3.1.14) 

设波函数能够写成 

𝜓𝜓(𝑟𝑟) = 𝑅𝑅(𝑟𝑟)𝑌𝑌(𝜃𝜃,𝜙𝜙) (3.1.15) 

将式（3.1.15）带入到式（3.1.14）中，通过分离变量法能够得到以下径向与角向两个方

程 

�−
ħ2

2𝑚𝑚
�

1
𝑟𝑟2

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑟𝑟
�𝑟𝑟2

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑟𝑟
� −

𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)
𝑟𝑟2

� + 𝑉𝑉(𝑟𝑟)�𝑅𝑅𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 𝐸𝐸𝑅𝑅𝑙𝑙(𝑟𝑟)

�
1

sin𝜃𝜃
∂
∂𝜃𝜃

�sin𝜃𝜃
∂
∂𝜃𝜃
� +

1
sin𝜃𝜃2

∂2

∂𝜙𝜙2� 𝑌𝑌𝑙𝑙(𝜃𝜃,𝜙𝜙) = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)𝑌𝑌𝑙𝑙(𝜃𝜃,𝜙𝜙)
(3.1.16) 

对于每一个分波𝑙𝑙都有对应的角向与径向方程，波函数𝜓𝜓可以看作是不同分波下解的线

性叠加，即𝜓𝜓 = ∑ ∑ 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑚𝑚𝑅𝑅𝑙𝑙(𝑟𝑟)𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚(𝜃𝜃,𝜙𝜙)𝑙𝑙
𝑚𝑚=−𝑙𝑙

∞
𝑙𝑙=0 ，其中角向部分的解为球谐函数𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚(𝜃𝜃,𝜙𝜙)，即 

𝑌𝑌 = � � 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚(𝜃𝜃,𝜙𝜙)
𝑙𝑙

𝑚𝑚=−𝑙𝑙

∞

𝑙𝑙=0

 (3.1.17) 

而对于径向部分引入 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑅𝑅𝑙𝑙(𝑟𝑟) (3.1.18) 

那么式（3.1.12）中的径向部分可以写为 

�−
ħ2

2𝜇𝜇
�
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑟𝑟2
−
𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)
𝑟𝑟2

� + 𝑉𝑉(𝑟𝑟) − 𝐸𝐸� 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 0 (3.1.19) 

由此，我们可以得到两体相互作用在质心系下描述相对运动的薛定谔方程的径向方程。 

3.1.3 Numerov 法 

式（3.1.19）可以化作二阶微方程的形式，即 



�
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑟𝑟2
+ 𝑘𝑘2(𝑟𝑟)�𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 0 (3.1.20) 

其中𝑘𝑘2(𝑟𝑟) = 2𝜇𝜇
ℏ2
�𝐸𝐸 − 𝑉𝑉(𝑟𝑟)� − 𝑙𝑙(𝑙𝑙+1)

𝑟𝑟2
，而𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)可以在 r 附近泰勒展开下列两种形式 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 + ℎ) = 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) + ℎ𝑢𝑢𝑙𝑙′(𝑟𝑟) +
ℎ2

2
𝑢𝑢𝑙𝑙

(2)(𝑟𝑟) +
ℎ3

6
𝑢𝑢𝑙𝑙

(3)(𝑟𝑟) +
ℎ4

24
𝑢𝑢𝑙𝑙

(4)(𝑟𝑟) + ⋯ (3.1.21) 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 − ℎ) = 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) − ℎ𝑢𝑢𝑙𝑙′(𝑟𝑟) +
ℎ2

2
𝑢𝑢𝑙𝑙

(2)(𝑟𝑟) −
ℎ3

6
𝑢𝑢𝑙𝑙

(3)(𝑟𝑟) +
ℎ4

24
𝑢𝑢𝑙𝑙

(4)(𝑟𝑟) + ⋯ (3.1.22) 

将式（3.1.22）与式（3.1.21）相加，得到 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 + ℎ) + 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 − ℎ) = 2𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) + ℎ2𝑢𝑢𝑙𝑙
(2)(𝑟𝑟) +

ℎ4

12
𝑢𝑢𝑙𝑙

(4)(𝑟𝑟) + 𝑂𝑂(ℎ6) (3.1.23) 

这样得到二阶项𝑢𝑢𝑙𝑙
(2)(𝑟𝑟)， 

𝑢𝑢𝑙𝑙
(2)(𝑟𝑟) =

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 + ℎ) + 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 − ℎ) − 2𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)
ℎ2

−
ℎ2

12
𝑢𝑢𝑙𝑙

(4)(𝑟𝑟) + 𝑂𝑂(ℎ6) (3.1.24) 

将式（3.1.20）两边乘以算符（1 + 𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑟𝑟2
），整理得到 

𝑢𝑢𝑙𝑙
(2)(𝑟𝑟) +

ℎ2

12
𝑢𝑢𝑙𝑙

(4)(𝑟𝑟) + 𝑘𝑘2(𝑟𝑟)𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) +
ℎ2

12
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2
[𝑘𝑘2(𝑟𝑟)𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)] = 0 (3.1.25) 

其中
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2
[𝑘𝑘2(𝑟𝑟)𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)]可以展开为 

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2
[𝑘𝑘2(𝑟𝑟)𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)] ≃

𝑘𝑘2(𝑟𝑟 + ℎ)𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 + ℎ) + 𝑘𝑘2(𝑟𝑟 − ℎ)𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 − ℎ) − 2𝑘𝑘2𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)
ℎ2

(3.1.26) 

这里将式（3.1.24）中得到的二次项和式（3.1.26）带入到式（3.1.24），得到 

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 + ℎ) =
2�1 − 5

12ℎ
2𝑘𝑘2(𝑥𝑥)�𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) − �1 + 1

12ℎ
2𝑘𝑘2(𝑟𝑟 − ℎ)�𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟 − ℎ)

1 + 1
12ℎ

2𝑘𝑘2(𝑟𝑟 − ℎ)
+ 𝑂𝑂(ℎ6) (3.1.27) 

这样我们就可以把二阶微分方程问题转化为离散的递推问题，再次观察𝑢𝑢𝑙𝑙的形式，即

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑅𝑅(𝑟𝑟)，显然若存在波函数，那么𝑅𝑅(𝑟𝑟)必然有限，则必有𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 0。而在无穷远处，

𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)以 e 指数的形式衰减，并且应正比于 Whittaker 函数。由此我们获得了两边的边界条件，

然后通过合理选择步长，并利用束缚态波函数的归一化性质，便可以得到束缚态波函数的数

值解。然而值得注意的是，对于散射态波函数并不具有归一化性质，这时一般结合在无限远

处的渐进形式得到。下面我们将介绍另外一种方法处理散射态问题。 

3.1.4 Enhanced Numerov 法 

本文提出的算法特别适用于对质子弹性散射数据进行光学模型拟合。相比较之前介绍的

其他计算散射态，Enhanced Numerov 法在处理光学模型描述的弹性散射过程在速度上有着

很大提高[35]。对于散射态，将式（3.1.20）改写成， 

�
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑟𝑟2
− 𝑘𝑘2(𝑟𝑟)�𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟) = 0 (3.1.28) 



其中𝑘𝑘2(𝑟𝑟) = 2𝜇𝜇
ℏ2

(𝑉𝑉(𝑟𝑟) − 𝐸𝐸) + 𝑙𝑙(𝑙𝑙+1)
𝑟𝑟2

，注意到𝐸𝐸 = 𝑘𝑘2

2𝜇𝜇
，在光学模型势下可以将其写成更加

简洁的形式， 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �−1 + 𝑈𝑈(𝑟𝑟) +
𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)
𝑥𝑥2

�

𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑟𝑟, 𝑙𝑙 = 0,1,2, …
(3.1.31) 

 为推导简洁，将一些常数并入到𝑈𝑈(𝑟𝑟)中，且ℏ = 1。而𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑟𝑟)
𝑘𝑘2

。这样与 3.1.3 节相似

的，可以将𝑦𝑦(𝑥𝑥)通过泰勒展开得到[36]， 

𝑦𝑦(𝑥𝑥 + ℎ)(1 − 𝑇𝑇(𝑥𝑥 + ℎ)) + 𝑦𝑦(𝑥𝑥 − ℎ)(1 − 𝑇𝑇(𝑥𝑥 − ℎ)) − (2 + 10𝑇𝑇(𝑥𝑥))𝑦𝑦(𝑥𝑥)

=
1
3
�  
∞

𝑚𝑚=3

ℎ2𝑚𝑚𝑦𝑦(2𝑚𝑚)(𝑥𝑥)(2𝑚𝑚 + 3)(2 −𝑚𝑚)
(2𝑚𝑚)!

(3.1.30) 

其中𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)ℎ2

12
，我们假设相较于𝑓𝑓(𝑥𝑥)而言𝑦𝑦(𝑥𝑥)的变化更加缓慢，即 

𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑛𝑛)(𝑥𝑥) ≪ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑚𝑚)(𝑥𝑥),𝑚𝑚 > 𝑛𝑛 (3.1.31) 

联想到式（3.1.29）可以改写成 

𝑦𝑦(2)(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑥𝑥) (3.1.32) 

在等式两边同时求多重微分，等式右边可以由分步求导公式得到，满足二项分布，同时

综合式（3.1.31），通过递推可以得到近似关系 

𝑦𝑦(2𝑚𝑚)(𝑥𝑥) ≈ (𝑓𝑓(𝑥𝑥))𝑚𝑚𝑦𝑦(𝑥𝑥) (3.1.33) 

将其代入到式（3.1.30）中，这样就得到了地推关系 

𝑦𝑦(𝑥𝑥 + ℎ)(1 − 𝑇𝑇(𝑥𝑥 + ℎ)) + 𝑦𝑦(𝑥𝑥 − ℎ)(1 − 𝑇𝑇(𝑥𝑥 − ℎ)) − (2 + 10𝑇𝑇(𝑥𝑥))𝑦𝑦(𝑥𝑥)

=
1
3
�  
∞

𝑚𝑚=3

�ℎ2𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑚𝑚𝑦𝑦(𝑥𝑥)(2𝑚𝑚 + 3)(2 −𝑚𝑚)

(2𝑚𝑚)!
(3.1.34) 

不妨设 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = �1 − 𝑇𝑇(𝑥𝑥)�𝑦𝑦(𝑥𝑥) (3.1.35) 

并利用级数求和可以将式子改写为[36]， 

𝑤𝑤(𝑥𝑥 + ℎ) + 𝑤𝑤(𝑥𝑥 − ℎ) = �2 cosh�12𝑇𝑇(𝑥𝑥)�𝑤𝑤(𝑥𝑥) (3.1.36) 

对等式右边双曲余弦函数泰勒展开，忽略高阶项，得到 

𝑤𝑤(𝑥𝑥 + ℎ) + 𝑤𝑤(𝑥𝑥 + ℎ) = (2 + 12𝑇𝑇(𝑥𝑥) + 12𝑇𝑇(𝑥𝑥)2)𝑤𝑤(𝑥𝑥) (3.1.37) 

这样我们就获得了 Enhanced Numerov 方法的离散递推关系。为了解决散射问题，只需

要在两个点（称为匹配半径）上，在足够大的 x 值下，使势𝑈𝑈(𝑟𝑟)变得可以忽略不计，对式

（3.1.32）取正则解。然后根据适当的渐近形式（贝塞尔函数或库仑函数）提取相移。 

 



3.1.5 np 束缚态 

1911 年，Rutherford 散射实验发现了质子（proton，简记为 p）。1932 年，Chadwick 通

过反应 α+7B→13N+n 发现了中子（neutron，简记为 n）。Urey 在蒸发了大量液体氢之后，利

用光谱检测的方法发现了重氢，重氢的核即为氘核（deuteron，简记为 d），通过分别测量

d、n、p 的质量我们可以得到 np 的结合能为2224.5 ± 0.20𝑘𝑘𝑒𝑒𝑉𝑉。同时氘核的束缚态也是我

们需要求解的波函数之一。这里不考虑自旋轨道耦合作用，可以将氘核简化为 np 束缚态问

题。 

在 np 束缚模型中，由于中子不带电荷，所以不存在库仑势的作用，仅考虑核力的相互

作用。这里选取 Gaussian 势模型， 

𝑉𝑉 = 𝑉𝑉0𝑒𝑒
−𝑟𝑟

2

𝑎𝑎2 (3.1.38) 

其中𝑉𝑉0 = −72.14 𝑀𝑀𝑒𝑒𝑉𝑉，𝑎𝑎 = 1.484 𝑓𝑓𝑚𝑚。由于核力是短程力，我们认为在 60fm 处已经衰

减接近零。所以在 0~60fm 范围内选取高斯积分法，当𝑙𝑙 = 0时，利用 Numerov 法解得的径向

s 波的波函数如图 3.1 所示。 

 
图 3.1 不考虑自旋的氘核的径向 s 波的波函数 

 

3.1.6 求解 d 与 62Ni 的扭曲波 

 重新观察定义𝛼𝛼反应道的扭曲波（也就是 d+A 系统）的薛定谔方程， 



(𝐾𝐾𝑑𝑑 + 𝑈𝑈𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝐸𝐸𝑑𝑑)𝜒𝜒𝑑𝑑+�𝑘𝑘�⃗ 𝑑𝑑 , 𝑟𝑟𝑑𝑑� = 0 (3.1.39) 

 该方程的一般解可以写成 

𝜒𝜒𝑑𝑑+�𝑘𝑘�⃗ 𝑑𝑑 , 𝑟𝑟𝑑𝑑� =
4𝜋𝜋
𝑘𝑘𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑

�  
𝑙𝑙𝑚𝑚

𝑖𝑖𝑙𝑙𝑅𝑅𝑙𝑙(𝑟𝑟𝑑𝑑)𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚(�̂�𝑟)𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚∗�𝑘𝑘�� (3.1.40) 

由式（2.2.23）得，其解在无穷远处的渐进形式可以写作 

𝜒𝜒𝑑𝑑+�𝑘𝑘�⃗ 𝑑𝑑 , 𝑟𝑟𝑑𝑑� →
4𝜋𝜋
𝑘𝑘𝛼𝛼𝑟𝑟𝛼𝛼

�  
ℓ,𝑚𝑚

𝑖𝑖ℓ𝑒𝑒𝑖𝑖𝜎𝜎𝑙𝑙𝐹𝐹ℓ(𝑘𝑘𝑑𝑑 , 𝑟𝑟𝑑𝑑)𝑌𝑌ℓ𝑚𝑚(r�𝑑𝑑)𝑌𝑌ℓ𝑚𝑚
∗
�k�𝑑𝑑� (3.1.41) 

其中𝑓𝑓ℓ(𝑘𝑘𝑑𝑑 , 𝑟𝑟𝑑𝑑)为库伦函数，𝜎𝜎𝑙𝑙为相移。 

由于 d 与 62Ni 均是带电粒子，这里必须考虑库仑力对模型的影响，这里的情况比在 3.1.5

节中遇到的问题不同，这里应考虑库仑势的作用，注意到上式中的光学模型势在形式上包含

库仑势，图 3.2 为光学模型势𝑈𝑈𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟)的图像。光学势数据来自文献[34]。 

 
图 3.2 d+62N 在 Elab=25.5MeV 时光学势的虚部与实部 

 

核力为短程力在原子核附近强度迅速衰减，这就使得在核附近表现为吸引；库仑力为长

程力，在一定距离之后势函数由库仑势占主导，也就是表现为在较远距离上核之间相互排斥。

在较远距离上排斥，而在附近吸引，也就意味着在中间存在着一个极值。在图 3.2 中，不难

发现在 10fm 附近就能够找到这个极值，我们形象地称它为库仑位垒。对于无限远处我们考

虑其只受库伦势的作用那么对于径向部分薛定谔方程可以写为 

�
d2

d𝑟𝑟2
+ 𝑘𝑘2 −

𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)
𝑟𝑟2

−
2𝜂𝜂𝑘𝑘
𝑟𝑟
� 𝑢𝑢𝑙𝑙(𝑘𝑘, 𝑟𝑟) = 0 (3.1.42) 



其中𝜂𝜂 = 𝑚𝑚𝛼𝛼𝑍𝑍A𝑍𝑍ae2

(ħ2𝑘𝑘) 。不妨设𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑟𝑟，上式可以写作 

d2𝑢𝑢𝑙𝑙
d𝑥𝑥2

+ �1 −
2𝜂𝜂
𝑥𝑥
−
𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)
𝑥𝑥2

� 𝑢𝑢𝑙𝑙 = 0 (3.1.43) 

此方程包含两个线性无关解，其正则解称为第一类库仑函数，记作𝐹𝐹𝑙𝑙；非正则解称为第

二类库仑函数，记作𝐺𝐺𝑙𝑙 [37]。另外库仑函数在无穷远处满足以下渐进形式， 

𝐹𝐹ℓ(𝑘𝑘𝑟𝑟) → sin𝜃𝜃ℓ
𝐺𝐺ℓ(𝑘𝑘𝑟𝑟) → cos 𝜃𝜃ℓ

𝜃𝜃ℓ = 𝑘𝑘𝑟𝑟 − 𝜂𝜂 ln(2𝑘𝑘𝑟𝑟) −
ℓ𝜋𝜋
2

+ 𝜎𝜎ℓ
(3.1.44) 

此时产生的相移𝜎𝜎ℓ，称为库仑相移。将两类库仑函数进行线性组合可以得到， 

𝐻𝐻𝑙𝑙
±(𝑘𝑘𝑟𝑟) = [𝐺𝐺𝑙𝑙(𝑘𝑘𝑟𝑟) ± 𝑖𝑖𝐹𝐹(𝑘𝑘𝑟𝑟)]𝑒𝑒∓𝑖𝑖𝜎𝜎𝑙𝑙 (3.1.45) 

我们现在可以讨论库仑势和核（或其他短程）势的联合散射。在数值计算中，我们设匹

配半径𝑟𝑟𝑎𝑎，在匹配半径之内，粒子受到库仑势与核势的联合作用；而在匹配半径之外，核势

衰减到零，也就是在渐近区域，则薛定谔方程简化为前面讨论的库仑情形。而式（3.1.43）

给出了一般形式波函数在库仑波函数下的展开。将式中的𝐹𝐹𝑙𝑙使用𝐻𝐻𝑙𝑙
±代换，能够得到， 

𝜒𝜒𝑑𝑑+�𝑘𝑘�⃗ 𝑑𝑑 , 𝑟𝑟𝑑𝑑� =
4𝜋𝜋
𝑘𝑘𝛼𝛼𝑟𝑟𝛼𝛼

�  
ℓ,𝑚𝑚

𝑖𝑖ℓ�𝐻𝐻ℓ−(𝑘𝑘𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑) − 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝜎𝜎𝑙𝑙𝐻𝐻ℓ+(𝑘𝑘𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑)�𝑌𝑌ℓ𝑚𝑚(r�𝑑𝑑)𝑌𝑌ℓ𝑚𝑚
∗
�k�𝑑𝑑� (3.1.46) 

其中𝑒𝑒2𝑖𝑖𝜎𝜎𝑙𝑙我们称之为 S 矩阵，记作𝑆𝑆𝑙𝑙。在匹配半径处，利用波函数的连续性，我们可以

求得 S 矩阵。在库仑散射等弹性散射中，粒子数守恒，𝑆𝑆𝑙𝑙的模为一。而当𝑆𝑆𝑙𝑙的模小于一时，

这意味着在散射过程中发生了吸收现象，粒子不再守恒了。例如我们计算从 0 到 30 分波的

S 矩阵模的变化，如图 3.3 所示，  



 

图 3.3 𝑙𝑙 = 0~30，S 矩阵模的变化 

 

可以发现在分波数比较低的时候，吸收效应比较强烈；而当𝑙𝑙 > 15时，|𝑆𝑆𝑙𝑙| ≈ 1，即基本

上不发生吸收。这是因为存在离心势垒的作用。若将薛定谔方程中
𝑙𝑙(𝑙𝑙+1)
𝑟𝑟2

这项合并到相互作用

势中，当分波数𝑙𝑙逐渐增大时，势函数逐渐升高，直到达到临界值时，入射粒子无法穿透势

垒与靶核进行反应。而这时吸收就降为零。 

综上所述，最后使用 Enhance Numerov 法求得，当 l=0、Elab=25.5MeV 时，在匹配半径

附近通过波函数连续性条件，得到 S 矩阵。设匹配半径𝑟𝑟𝑎𝑎 = 50𝑓𝑓𝑚𝑚，d+62Ni 的 s 波的径向波

函数，如图 3.4 所示。 



 
图 3.4  l=0、Elab=25.5MeV 时，d+62Ni 的 s 波的径向波函数 

 

3.2 去弹性散射在有限范围内的分波展开 

 在 2.5 节的式（2.5.13）中定义的源项 

𝜌𝜌�𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏, 𝑟𝑟𝑥𝑥� = ⟨𝑟𝑟𝑥𝑥𝜒𝜒𝑏𝑏−|𝑉𝑉bx |Ψ ⟩ (3.2.1) 

Ψ依照后表象 DWBA 近似展开，可以将这个有源项展开为[38] 

𝜌𝜌𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥;𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑟𝑟𝑥𝑥, 𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏� ≡ �𝑟𝑟𝑥𝑥𝑌𝑌𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑚𝑚𝑥𝑥(�̂�𝑟𝑥𝑥)𝜒𝜒𝑏𝑏

(−)�𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏��𝑉𝑉post �𝜒𝜒𝑎𝑎
(+)�𝑟𝑟𝑎𝑎,𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎�𝜑𝜑𝑎𝑎(𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)� (3.2.2) 

其中𝑉𝑉post = 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑈𝑈𝑏𝑏𝑑𝑑 − 𝑈𝑈𝑏𝑏𝐵𝐵。显然不可能在无穷的范围内进行积分计算有源项。因此选

择有限范围近似（Finite Range Approximation），在有限假设无穷远处对有源项的贡献可以忽

略不计。由于三个点确定一个平面，所以描述三个粒子运动的所有相关坐标都位于同一平面

上，而在一个平面内，可以用两个独立的向量来表示任何坐标。这里选取雅各比坐标表示（具

体见图 2.1）。比如选取𝑟𝑟𝑏𝑏与𝑟𝑟𝑥𝑥构造 
𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥 = 𝑞𝑞𝑟𝑟𝑥𝑥 − 𝑟𝑟𝑏𝑏

 𝑟𝑟𝑎𝑎 = (1 − 𝑝𝑝𝑞𝑞)𝑟𝑟𝑥𝑥 + 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑏𝑏
(3.2.3) 

其中𝑝𝑝 = 𝑚𝑚𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑏𝑏+𝑚𝑚𝐵𝐵

，𝑞𝑞 = 𝑚𝑚𝑎𝑎
𝑚𝑚𝑏𝑏+𝑚𝑚𝐴𝐴

。而对于扭曲波方程的解都有着类似于式（3.1.38）解，将

其带入到式（3.2.2）中能够得到有源项的分波展开 



𝜌𝜌𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥;𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑟𝑟𝑥𝑥 , 𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏� =
16𝜋𝜋2

𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑏𝑏
𝑟𝑟𝑥𝑥 �  

𝑙𝑙𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

�  
𝑙𝑙𝑏𝑏𝑚𝑚𝑏𝑏

𝑖𝑖𝑙𝑙𝑎𝑎+𝑙𝑙𝑏𝑏(−1)𝑙𝑙𝑏𝑏𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑏𝑏∗�𝑘𝑘�𝑏𝑏�𝑌𝑌𝑙𝑙𝑎𝑎

𝑚𝑚𝑎𝑎∗�𝑘𝑘�𝑎𝑎�∫ d�̂�𝑟𝑥𝑥𝑌𝑌𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑚𝑚𝑥𝑥∗(�̂�𝑟𝑥𝑥)∫ d𝑟𝑟𝑏𝑏���⃗ 𝑉𝑉post 

×
𝑅𝑅𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑏𝑏)
𝑟𝑟𝑏𝑏

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑏𝑏(�̂�𝑟𝑏𝑏)

𝑅𝑅𝑙𝑙𝑎𝑎(𝑟𝑟𝑎𝑎)
𝑟𝑟𝑎𝑎

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑎𝑎
𝑚𝑚𝑎𝑎(�̂�𝑟𝑎𝑎)

𝑅𝑅𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)
𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥(�̂�𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)

(3.2.4) 

为方便计算，希望𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥(�̂�𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)与𝑌𝑌𝑙𝑙𝑎𝑎

𝑚𝑚𝑎𝑎(�̂�𝑟𝑎𝑎)能够用𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏
𝑚𝑚𝑏𝑏(�̂�𝑟𝑏𝑏)与𝑌𝑌𝑙𝑙𝑥𝑥

𝑚𝑚𝑥𝑥(�̂�𝑟𝑥𝑥)表示。使用 Moshinsky 固

体谐波展开（Moshinsky Solid-harmonic Expension）[39]， 

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥(�̂�𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥) = √4𝜋𝜋�  

𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥

𝑛𝑛=0

�  
𝑛𝑛

𝜆𝜆=−𝑛𝑛

𝑐𝑐(𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥,𝑛𝑛)
(𝑞𝑞𝑟𝑟𝑥𝑥)𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥−𝑛𝑛(−𝑟𝑟𝑏𝑏)𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥−𝑛𝑛
𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥−𝜆𝜆(�̂�𝑟𝑥𝑥)𝑌𝑌𝑛𝑛𝜆𝜆(�̂�𝑟𝑏𝑏)

× ⟨𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑛𝑛,𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝜆𝜆, 𝜆𝜆 ∣ 𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥,𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥⟩,

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑎𝑎
𝑚𝑚𝑎𝑎(�̂�𝑟𝑎𝑎) = √4𝜋𝜋�  

𝑙𝑙𝑎𝑎

𝑢𝑢=0

�  
𝑢𝑢

𝑣𝑣=−𝑢𝑢

𝑐𝑐(𝑙𝑙𝑎𝑎,𝑢𝑢)
(𝑝𝑝𝑟𝑟𝑏𝑏)𝑙𝑙𝑎𝑎−𝑢𝑢(1 − 𝑝𝑝𝑞𝑞)𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑥𝑥)𝑢𝑢

𝑟𝑟𝑎𝑎
𝑙𝑙𝑎𝑎

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑎𝑎−𝑢𝑢
𝑚𝑚𝑎𝑎−𝑣𝑣(�̂�𝑟𝑏𝑏)𝑌𝑌𝑢𝑢𝑣𝑣(�̂�𝑟𝑥𝑥)

× ⟨𝑙𝑙𝑎𝑎 − 𝑢𝑢,𝑢𝑢,𝑚𝑚𝑎𝑎 − 𝑣𝑣, 𝑣𝑣 ∣ 𝑙𝑙𝑎𝑎 ,𝑚𝑚𝑎𝑎⟩,

(3.2.5) 

其中 

𝑐𝑐(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �
(2𝑥𝑥 + 1)!

(2𝑦𝑦 + 1)! [2(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) + 1]!
�

1
2

(3.2.6) 

由于相互作用势𝑉𝑉𝑝𝑝𝑡𝑡𝑝𝑝𝑡𝑡是一个标量，则通过勒让德展开，得到 

𝑉𝑉post 
𝑅𝑅𝑙𝑙𝑎𝑎(𝑟𝑟𝑎𝑎)
(𝑟𝑟𝑎𝑎)𝑙𝑙𝑎𝑎+1

𝑅𝑅𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)
(𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥+1 = �  

𝑇𝑇𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑇𝑇=0

(2𝑇𝑇 + 1)𝐪𝐪𝑙𝑙𝑎𝑎,𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑇𝑇 (𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑟𝑟𝑥𝑥)𝑃𝑃𝑇𝑇(𝑧𝑧) (3.2.7) 

利用勒让德多项式的正交性，可以获得𝐪𝐪𝑙𝑙𝑎𝑎,𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑇𝑇 (𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑟𝑟𝑥𝑥)的表达式为： 

𝑉𝑉post 
𝑅𝑅𝑙𝑙𝑎𝑎(𝑟𝑟𝑎𝑎)
(𝑟𝑟𝑎𝑎)𝑙𝑙𝑎𝑎+1

𝑅𝑅𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)
(𝑟𝑟𝑏𝑏𝑥𝑥)𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥+1 = �  

𝑇𝑇𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑇𝑇=0

(2𝑇𝑇 + 1)𝐪𝐪𝑙𝑙𝑎𝑎,𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑇𝑇 (𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑟𝑟𝑥𝑥)𝑃𝑃𝑇𝑇(𝑧𝑧) (3.2.8) 

综上所述，结合参考文献[4]，得到有源项𝜌𝜌𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥;𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥的分波展开： 

𝜌𝜌𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥;𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑟𝑟𝑥𝑥, 𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏� =
16𝜋𝜋2

𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑏𝑏
�  
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏

�  
𝑙𝑙

𝔜𝔜𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏
𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑘𝑘�𝑎𝑎, 𝑘𝑘�𝑏𝑏�𝜌𝜌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥

𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥) (3.2.9) 

其中 

𝔜𝔜𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏
𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑘𝑘�𝑎𝑎,𝑘𝑘�𝑏𝑏� = �  

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚𝑏𝑏

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑎𝑎
𝑚𝑚𝑎𝑎∗�𝑘𝑘�𝑎𝑎�𝑌𝑌𝑙𝑙𝑏𝑏

𝑚𝑚𝑏𝑏∗�𝑘𝑘�𝑏𝑏�⟨𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥 ∣ 𝑙𝑙𝑚𝑚𝑙𝑙⟩⟨𝑙𝑙𝑙𝑙𝑏𝑏𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑏𝑏 ∣ 𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥⟩ (3.2.10) 

𝜌𝜌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥) = � 

𝑛𝑛𝑢𝑢

�  
Λ𝑎𝑎Λ𝑏𝑏

�  
𝑇𝑇

𝑖𝑖𝑙𝑙𝑎𝑎+𝑙𝑙𝑏𝑏(−1)𝑙𝑙𝑏𝑏+𝑙𝑙+𝑛𝑛+Λ𝑏𝑏−Λ𝑎𝑎𝑝𝑝𝑙𝑙𝑎𝑎−𝑢𝑢(𝑞𝑞𝑟𝑟𝑥𝑥)𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥−𝑛𝑛(𝑟𝑟𝑥𝑥)𝑢𝑢(1 − 𝑝𝑝𝑞𝑞)𝑢𝑢𝑙𝑙𝑎𝑎 − 𝑢𝑢� 𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑛𝑛� 𝑛𝑛�𝑢𝑢�

×
𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥Λ𝑎𝑎�Λ𝑏𝑏�𝑙𝑙𝑎𝑎� 𝑙𝑙𝑏𝑏�𝑇𝑇�

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥𝑐𝑐(𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥,𝑛𝑛)𝑐𝑐(𝑙𝑙𝑎𝑎,𝑢𝑢)⟨𝑢𝑢, 𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑛𝑛, 00 ∣ Λ𝑏𝑏0⟩⟨𝑙𝑙𝑎𝑎 − 𝑢𝑢,𝑛𝑛, 0,0 ∣ Λ𝑎𝑎 , 0⟩
× ⟨Λ𝑏𝑏,𝑇𝑇, 0,0 ∣ 𝑙𝑙𝑥𝑥, 0⟩⟨Λ𝑎𝑎, 𝑙𝑙𝑏𝑏, 0,0 ∣ 𝑇𝑇, 0⟩(2𝑙𝑙 + 1)

× �
𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥 𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑎𝑎
𝑛𝑛 Λ𝑎𝑎 𝑙𝑙𝑎𝑎 − 𝑢𝑢

𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑛𝑛 Λ𝑏𝑏 𝑢𝑢
�𝑊𝑊(𝑙𝑙𝑥𝑥,Λ𝑏𝑏 , 𝑙𝑙𝑏𝑏 ,Λ𝑎𝑎;𝑇𝑇, 𝑙𝑙)

× ∫ 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑏𝑏𝑅𝑅𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑏𝑏)(𝑟𝑟𝑏𝑏)𝑙𝑙𝑎𝑎−𝑢𝑢+𝑛𝑛+1𝐪𝐪𝑙𝑙𝑎𝑎,𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥
𝑇𝑇 (𝑟𝑟𝑏𝑏, 𝑟𝑟𝑥𝑥).

(3.2.11) 

由于已经得到有源项的形式，将其带入式（2.5.13），而（x+A）波函数可以展开为 



𝜓𝜓𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥;𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥
0 �𝑟𝑟𝑥𝑥, 𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏� =

16𝜋𝜋2

𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑏𝑏
�  
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏

�  
𝑙𝑙

ℜ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥)𝔜𝔜𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑘𝑘�𝑎𝑎, 𝑘𝑘�𝑏𝑏� (3.2.12) 

其中ℜ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥)为解的径向部分，其满足 

�
ħ2

2𝜇𝜇𝑥𝑥
�

d2

d𝑟𝑟𝑥𝑥2
−
𝑙𝑙𝑥𝑥(𝑙𝑙𝑥𝑥 + 1)

𝑟𝑟𝑥𝑥2
� − 𝑈𝑈𝑥𝑥 + 𝐸𝐸𝑥𝑥�ℜ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥

𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥) = 𝜌𝜌𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥) (3.2.13) 

在 2.6 节中完成了对截面去弹性破裂反应部分的分离，即式（2.6.12）。由此，在文献[38]

中给出单举反应中去弹性破裂部分（NEB）的双微分截面 

�
d2𝜎𝜎

dΩ𝑏𝑏d𝐸𝐸𝑏𝑏
�

post 

NEB

=
64𝜋𝜋𝜇𝜇𝑎𝑎𝜇𝜇𝑏𝑏
ħ4𝑘𝑘𝑎𝑎3𝑘𝑘𝑏𝑏

1
2𝑙𝑙𝑏𝑏𝑥𝑥 + 1

�  
𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥

�  
𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥

ℑ𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥

𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥 �𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏� (3.2.14) 

其中 

ℑ𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥

𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥 �𝑘𝑘�⃗ 𝑎𝑎, 𝑘𝑘�⃗ 𝑏𝑏� = −∫ d𝑟𝑟𝑥𝑥𝑊𝑊𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑥𝑥) ��  
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏𝑙𝑙

ℜ𝑙𝑙𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏(𝑟𝑟𝑥𝑥)𝔜𝔜𝑙𝑙𝑎𝑎𝑙𝑙𝑏𝑏

𝑙𝑙𝑥𝑥𝑚𝑚𝑥𝑥𝑚𝑚𝑏𝑏𝑥𝑥�𝑘𝑘�𝑎𝑎, 𝑘𝑘�𝑏𝑏��

2

(3.2.15) 

但值得注意的是，得到的截面分布是在质心系下的。与实验数据做验证时，需要将其转

换到实验系下。 

 

3.3  Ni(d,pX)反应 

在本章节中，验证 IAV 模型在描述（d, pX）反应的有效性，我们选取 62Ni(d, pX)反应进

行基准测试，检测其与实验结果的一致性。正如在第 2.6 章中我们对单举破裂反应的弹性破

裂（EBU）截面与去弹性破裂（NEB）截面进行分离。这里只计算去弹破裂部分（NEB），

暂时忽略弹性破裂截面。利用式（3.2.14）得到单举破裂反应的弹性破裂（EBU）的截面。

而在实验数据方面，这里参考 Pampus 与 Bisplinghoff 的实验数据[33]，在 88 英寸加速器上

用氘核以 Elab=25.5MeV 的能量轰击 27Al、62Ni、93Nb 与 191Ta 等材质的靶板，在角度为 20°、

30°、40°、60°、80°、120°和 160°处布置(𝐸𝐸 − Δ𝐸𝐸)硅探测器，对出射质子 p 截面的能

谱与角分布进行测量。由于目标厚度和目标角度、束流电荷收集和探测器立体角的不确定性

等因素，综合推导的绝对截面的总系统误差约为 15%（sd）。在大多数情况下，统计误差可

以忽略不计[33]。 

在第3.2节中完成了对在有限范围近似下去弹性破裂反应质子的双微分截面表达式的推

导。对于靶核 62Ni，计算了角度从 0 度到 180 度（间隔为 1 度），能量从 1MeV 到 30MeV

（间隔为 1MeV）的双微分截面。对于其中涉及的一些波函数我们在 3.1 节中完成了计算。

同时使用 KD02 模型描述在不同的能量𝐸𝐸𝑝𝑝、𝐸𝐸𝑛𝑛下，质子-靶核与中子-靶核的相互作用。最后

我们得到的质子的能量微分截面如图 3.5 所示。 



 
图 3.5:62Ni(d, pX)在 Elab=25.5MeV 能量下，出射质子的能量微分截面去弹性破裂（NEB）

贡献部分 

 

除了高能的离散峰，截面的能谱具有连续、范围广的特点。在截面的低能范畴，复合核

反应机制占主导的地位。而随着能量的上升平衡前发射机制在截面中的占比逐渐增加[33]。

从我们计算得到能谱中，不难发现质子能量微分截面大致上是一个钟形曲线，其峰值约为氘

核入射能量的一半，在参考文献[35]指出，这些低能质子主要是来自复合核反应，其次是蒸

发和预平衡过程。但在 23MeV 附近还存在一个峰，这对应的其实是高能的离散峰，这是由

于虽然单粒子的能级是分立的，但对于重核来说能级密度比较高，所以在进行理论计算的时

候，选取布莱特-维格纳分布将这些分离的能级变成连续的。在文献[40]中也得到了类似的结

果。 



 
图 3.6：62Ni(d,pX)的质子出射能量 Ep=10、14、18 与 22MeV 时的双截面截面随角度变化

的图像，其中入射氘核能量 Elab=25.5MeV，其中蓝线为去弹性破裂（EBU）的截面，红点

为 Pampus 实验获得的总反应截面[33]。 

 

由于计算的只是去弹性破裂（NEB）的截面，并没有考虑弹性破裂（EBU）截面的贡献，

所以在图 3.6 中，实验获得的总反应截面均高于我们计算的结果。总体上看，在前角区 EBU

能够较好的再现实验的数据的形状与大小，而在后角区只能大致反应双微分截面变化的趋

势。需要注意的是，在最大角度下，横截面非常小，其他反应道（如聚变+蒸发过程）也可

能起作用。可以判断，除最小角度外，单举破裂反应截面主要由 NEB 贡献决定的。这与参

考文献[16,33]得到的结论一致。 
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